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Resumo—Para quantizar o hamiltoniano do campo electro-
magnético (CE) as variaveis canonicas conjugadas do oscilador
de radiacio podem ser tratadas como operadores que nao
comutam. Neste trabalho apresentamos o procedimento para
quantizar o CE e entender como surgem as flutuacoes do
vacuo quantico. A interacdo atomo-campo sera apresentada
na aproximacao dipolar, com o que poderemos verificar que
a emissdo espontinea surge a causa das flutuacées do vacuo
quantico. Finalmente se apresenta o efeito Casimir, cuja razao
pode ser explicada por as flutuacdes do vacuo quintico.

I. INTRODUCAO

Para o final do século XIX, se sabia que o desenvolvimento
espaco-temporal do campo de radiagdo que satisfaz a
equacdo de onda para o potencial vetor se assemelhava ao
comportamento dindmico de uma cole¢do de osciladores
harmonicos. Rayleigh e Jeans escreveram uma expressdo
para a distribuicdo de energia do campo de radiacdo como
uma funcdo da frequéncia, w, em uma situacdo ideal onde
o campo de radiagdo é cercado por paredes perfeitamente
absorventes, atribuindo uma energia média kgl para
alcancar o equilibrio. A expressdo que eles deduziram estava
em concordancia experimental para baixas frequéncias e em
desacordo para altos valores de w. Isto se conheceu como a
catdstrofe ultravioleta [1].

Em 1901 Planck resolveu esta dificuldade propondo que
a energia de cada oscilador de radiacdo tem um miltiplo
inteiro de Aw. Quatro anos mais tarde, Einstein propds que
uma onda eletromagnética de comprimento de onda A fosse
tratado como uma cole¢do de particulas sem massa, cada
uma com energia hw. Uma vez que a mecénica quintica
ndo-relativista foi totalmente desenvolvida, Dirac propos
que as varidveis candnicas do oscilador de radiacdo pode
ser tratados como operadores que ndo comutam [2].

Como resultado disso, nos temos o campo electro-
magnético (CE) quantizado. Neste trabalho, nos temos como
objetivo discretizar a energia do CE dada por

1
H= 5/(|Bl2+ |EI) (1

partindo da descomposi¢ido espectral do potencial vetor A
[2], [3]. Depois, fazendo uma comparacdo ao oscilador
harmdnico poderemos quantizar o CE; isto explicard porque
surgem as flutuacdes do vicuo. Além disso faremos um
abordagem da interacdo 4dtomo e campo quantizado para
entender a emissao espontinea. Finalmente, apresentaremos

o efeito Casimir como um efeito mensurdvel gerado pelas
flutuagdes do vécuo.

II. DECOMPOSICAO ESPECTRAL DO CAMPO
ELETROMAGNETICO

Consideremos que o potencial vetor, ff, (7,t) estd confi-
nado numa cavidade cubica de comprimento L e volume
V = L3, com vécuo e paredes perfeitamente condutoras, e é
escrito na forma A(7,t) = A, (7, DT+ A (M) g+ AL (7, 1) 2.
Os campos elétricos e magnéticos em termos do potencial
vetorial e potencial escalar estdo dados por

B(7,t) = V x A(F,1) )
. DA ) =
E(7t) = —# V. 3)

Os campos E e B sdo invariantes sob uma transformacao de
gauge, isto €, se inserimos novos potenciais
Ix
. (4)
ot

obtemos os mesmos campos, sendo x uma fung¢ao arbitraria,

Isto nos permite impor a condicao de transversalidade (gauge
de Coulomb)

Ar=A-Vx . ¢ =0+

VA=0. ®)

Ja que ndo ha cargas na cavidade, ¢ = 0. Entdo, pelas
equacdes de Maxwell, obtemos a equac¢do da onda para o
potencial vetor

V2A-—=—=0. 6)

A solucdo de (6) estd descrita por um conjunto infinito,
discreto e completo de modos normais de vibragdao do campo,
que permite descrever 0 campo por um conjunto enumeravel
de varidveis. A solucdo de (6) pode ser escrita na forma
A7) = (g™ + epazm) 0
k
sendo k os nimeros quanticos dos modos da cavidade defi-
nidos pelas condi¢des de contorno e geometria da cavidade.
Assim para cada k se tem
- w?
V24, () + Cjﬁk(F) =0 ®)

02&,.(t ~
%() W& (t) =0 )

V - ik (7) = 0 (10)



com as condi¢cdes de contorno periddicas: /Y(F + Li,t) =

A(F+ Lj,t) = A(7 + L2,t) = A(F,0). A solugio para (8)
estd dada por

ik
7. = ¢l@)

k,a \/V

e a solugdo para (9) esta dada por:

Cha(t) = g o (0)e T F! (12)

Y

onde « € a polarizagdo do CE (pode ter duas polarizacdes
a = 1,2), e € € o vetor de polarizacdo. Desta forma, o
potencial vetor fica como

. 1 . -
A(7,t) :\/7‘7 Z Z c,;)a(t)e"k'ré(o‘) + c£7a(t)e_’k'ré(a)
k

a=1,2
(13)
e portanto, os campos F ¢ B podem ser escritos mediante
(2) e (3) como

k,a
‘ (14)
i — L . ik _x k-7 ()
= fp [T = i (e ] ) as)

Agora, para calcular a energia do CE mediante (1), temos que
fazer IY' e B ao quadrado. Para o termo do campo elétrico ao
quadrado temos uma soma em k, k' € .. No caso do termos
exponenciais da forma elik=ER) 1] eles podem ficar como
deltas de Kronecker, enquanto aos outros termos vdo sumir.
Fazemos o mesmo para o campo magnético ao quadrado e a
expressao simplificada da energia do CE fica como

H= ZQ (%)Q%(t)cga(t) (16)
k,a

E importante lembrar que este hamiltoniano ainda é s6 o
problema cldssico, onde cj; , sdo os coeficientes de Fourier
dependente do tempo que satisfaz a equagdo (9).

III. QUADRATURA DO CAMPO

A técnica de quantizag¢do habitual consiste em substituir
num Hamiltoniano as varidveis candnicas generalizadas por
operadores que satisfazem certas relagdes de comutacdo.
Notemos que a expressdo (16) para a energia do CE nio
¢ um Hamiltoniano, ja que ndo estd em termos das varidveis
candnicas, € dizer, em termos das coordenadas € momen-
tos generalizados. Portanto, para reescrever a defini¢do do
hamiltoniano podemos definir as as seguintes grandezas:

Qi) =+ (cgal®) + ., (1)

Ppol®) = =" (e, (6) — et (1))

Dessas equagdes, se resolvemos para os coeficientes de
Fourier temos

7)

Cc

¢ald) =5 ik [z o (1) +iPg ()]
(18)
¢t () = 5 [wpQF o () — P, ()]

e substituindo no (16) o Hamiltoniano do CE fica como

H= Z% (Pg’a(t) w2 %ﬂ(t)) . (19)
k,«

Agora, Qz e Pr sdo as variaveis canénicas e portanto
ko o ko . ~

o campo de radiagdo pode ser visto como uma colecao de

osciladores harmonicos independentes, estando cada um

caracterizado por um k e um a.

IV. OSCILADOR HARMONICO QUANTICO

Dado o resultado da eq. (19), é importante lembrar o
problema do oscilador harmdnico quantico. O hamiltoniano
de um oscilador harmdnico de masa m = 1 e frequéncia w

z

[
2

p 1 99
H = — 4+ = 20
OH 2+2wq (20)

onde os operadores p e g satisfazem a relagdo de comutagio
[p, ¢] = ifi. Substituindo os operadores

1 .

a=—(wq+1
VTR
(g~ ip)

= — (wg—1
vV 2hw =
que satisfaz a relagio de comutacgdo [a,a] = 1. Calculando,

os autoestados do hamiltoniano Hf; e seus correspondentes
autovalores ficam como [2]:

2y
al

aln) =/njn — 1)
Hop =hw (afa+ 1) —  afln) =v/n+1jn+1)
E, =hw(n+3)
Os operadores a e a' sio conhecidos como operadores
de aniquilagcdo e criacdo, respectivamente, porque criam e
destroem um quanto de energia fiw do estado |n).

V. PRIMEIRA QUANTIZACAO

A primeira quantizagdo consiste em atribuir um operador
a uma quantidade fisica (expressa em termos das varidveis
candnicas do sistema cldssico) um operador. Isto &
obtido pela substituicdo direta das varidveis canOnicas por
operadores hermiticos, tal que satisfazem as relacdes de nao
comutagao.

Neste caso postulamos que Qg’a e PE,a sdo operadores
que satisfazem

Qs P ] = 07 g0
[QE,Q,Q,;,,&/} =0 (22)

[P Prar] =0
Em analogia ao problema do oscilador harménico quantico,
definimos os operadores

1 .
50ll) = o= (9100 0) + i 0] o
1 .
at () = Z— | Qpa® — Py, (0



A conexdo entre operadores e coeficientes de Fourier é feita
comparando (18) e (23) e fazendo a troca

(24)

Portanto, substituindo os coeficientes de Fourier pelos ope-
radores a e a a' no potencial vetor (13) e refazendo a conta
da energia do campo electromagnético (lembrando que agora
a posicdo dos operadores tem que ser levada em conta) nés
temos que

1
H= Z fwg (a%a(t)alg,a(t) + 2) . (25)
k,a

A equacio (25) é o hamiltoniano quantizado do CE cuja soma
em k é sobre todos os modos de vibragdo do CE levando
em conta as polarizagdes . Com a troca de coeficiente por
operador (eq. (24)) no campo elétrico e magnético, outras
grandezas como o momento linear ¢ o momento angular
podem ser quantizadas.

VI. FLUTUACOES DO VACUO QUANTICO

Consideremos por simplicidade que nosso campo elétrico
s6 tem um dnico modo k e uma polarizagdo definida. Se
temos um estado com um ndmero de fétons bem definidos,
o valor médio do campo elétrico é cero, dado que nosso
campo elétrico (ou campo magnético) depende linearmente
nos operadores de criagdo e aniquilagdo. Entdo a incerteza
s6 depende do valor médio do campo elétrico ao quadrado
que vai ter termos cruzados dos operadores de criagdo e
aniquilacdo. Portanto, a incerteza do campo elétrico é

AR — |k L 26
vy (e2) .

Um estado com um nimero bem definido de f6tons nao tem
um valor definido do campo electromagnético. Assim mesmo
valores bem definidos dos campos elétrico e magnético
nao tem um ndmero bem definido de fétons, a causa da
ndo comutagdo dos operadores nimero de ocupacdo e dos
campos electromagnéticos. Notemos que ainda no estado
onde nj = 0, que € estado do vécuo, as flutuagdo do campo
elétrico é

hw]; (27)

AE = .
2V€0

Estas sao as flutuagdes do viacuo e estdo associadas com
a energia do punto cero ou energia do vdcuo dada por
% >_1, hwy. O universo contem um niimero infinito de modos
de radiagdo e portanto a soma %Z i Dwyr tende ao infinito.
Isso representa um problema importante dentro da teoria
quantica dos campos [4]. Aquele infinito pode ser redefinido
excluindo modos de alta frequéncia. A flutuacdo do vécuo
da origem a efeitos observaveis, como a emissdo espontanea
e o efeito Casimir.

VII. INTERAGAO DO ATOMO COM O CAMPO
QUANTIZADO

O problema da interacdo da absor¢do e emissdo da
radiacdo num campo quantizado é feito na teoria de
perturbacdes dependente do tempo. Neste abordagem a pro-
babilidade de transi¢do por unidade de tempo gerada por
o hamiltoniano de perturbacdo de um estado inicial a um
estado final é proporcional aos elementos da matriz da
perturbag@o. Tanto no tratamento cldssico como quantico, a
aproximacao dipolar do CE € valida para nosso hamiltoniano
da perturbagdo. Entao nosso hamiltoniano pode ser escrito da
seguinte maneira:

H = Hatomo + Hcampo + Hdipolar (28)

donde Hqpmypo estd dado por (25), Htomo 0 hamiltoniano de
um elétron ligado a um 4tomo em auséncia de campos exter-
nos dado por ﬁp%—V(r), ¢ Hyipolar dado pela interagdo do
campo com o momento dipolar, é dizer —d-E. La diferencia
fundamental entre o tratamento quantico e classico € que no
caso quantico nés trabalhamos com o sistema perturbado.
Entdo, consideremos um feixe de luz monocromadtica (por
exemplo, luz de um laser) que tem um tinico modo do campo
elétrico com frequéncia w e polarizagdo ¢

- hw _
= —ie\| —(a—a’) = — _ gt
E €\ 5pc (a—a") Eo(a—a") (29)

— Haipolar = d - Eg(a — a') . (30)

Vamos supor que nosso dtomo estd no estado |r) e que o
campo tem n fétons inicialmente. Portanto o estado inicial
do sistema pode ser representado da forma |i) = |r)|n). A
interacdo dipolar pode gerar uma transi¢do a um estado final
|f1) = |s)|n—1), onde |s) é outro estado atdmico, por meio
de a absorc¢do de um féton; ou uma transicdo para o estado
|f2) = |s)|m + 1) por meio de a emissdo de um féton. As
energias dos estado do sistema vao estar dadas pela soma
da energia do atomo mais do campo quantizado, da seguente
maneira:

i) = |r}|n)
paraq |f1) =ls)ln—1)
|[f2) = |s)ln+1)

Ei:ET—I—hw(n—i—%)
Ey, :Es—i—hw((n—l)—&—%)
Ef,=E;+Thw((n+1)+3) .

Lembrando que a|n) =/nn — 1) e af|n) =v/n + 1|n +
1), os elementos da matriz da interagdo dipolar ficam para
absor¢cao como

<f1|Hdipolar|i> = <S,ﬂ - 1‘Hdipola'r|r7 ’I’L>
(s,n—1|d- Eo(a—a®)r,n)  (31)
(sldlr) - Egv/n

e para a emissao

<f2 |Hdipolar |Z>

<S,’I”L+ ]-‘Hdipolar“v 7’L>
(s,n+1|d- Eo(a—a®)r,n)  (32)
(s|d]r) - Eov/m+1



sendo (s|cﬂr) a matriz do dipolo elétrico entre os estados
|r) e |s). No vécuo quéntico, é dizer, para n = 0, a
probabilidade de absor¢do € cero, o que € equivalente na
aproximacao semicldssica: sim campo ndo h4 radiacdo. Nao
obstante, no caso da emissdo podemos ter uma transicdo
mesmo que n seja cero. Este fendmeno ndo pode ser
explicado pela teoria semicldssica, e é conhecido como
emissdo espontinea. Portanto a emissdo espontinea estd
associada aos flutuagdes do vicuo, o que gera a maior parte
da luz visivel. No caso que n = 1 (injetando um féton em
nosso campo), nés temos mais um féton na saida, neste caso
vao ter 2 fétons de saida. Em geral, para n > 0, a emissdo
de um fo6ton adicional se chama emissao estimulada, e € o
processo essencial para o funcionamento do LASER [4].

Os processos de absor¢do, emissdo espontinea emissdo
estimulada sdo esbogados na Figura 1 para um sistema
de dois niveis, sendo |E3) o estado exitado ¢ o |E;) o
estado base. Um desenvolvimento mais detalhado pode-se
encontrar em [4].

(a) (b) (©)

E, E, E,
I;
W6 J\IJU\I] g ho
\N\r> CAVAY J\/\J_).VU;
ho
E E| E

Figura 1. As figuras representam o processo de absor¢do (a), de emissdo
espontanea (b) e a emissdo estimulada (c) para um féton que incide con
energia hv num sistema de dois niveis, sendo \Eg) o estado exitado e o
|E1) o estado base.

VIII. EFEITO CASIMIR

Dadas duas placas de metal descarregadas e separadas por
uma distancia muito pequena, existe uma forca que tende
a aproximaé-las (ver Figura 2) [5], [3]. Essa for¢a somente
¢ mensurdavel quando a distancia entre as duas placas é
extremamente pequena, da ordem do tamanho atdmico.
Aquele efeito foi previsto por Hendrik Casimir, ao que deve
seu nome.

-/

Casmlr%’ Vacuum/

plates fluctuations

Figura 2. Esquema grafico do efeito Casimir que permite interpretar a forga
entre as placas como resultado das diferencas de densidades de energia
devido as restricdes dos comprimentos de onda.

Uma das interpretagdes deste efeito ¢ levada em conta
por causa vdcuo quantico, onde pares de particulas virtuais
- antiparticulas virtuais formam-se do vdcuo continuamente
e tornam ao vacuo um instante depois [5]. Como o espaco
entre as placas restringe o alcance dos comprimentos de
onda possiveis para estas particulas virtuais, as poucas delas
estdo presentes dentro desse espaco. Como resultado, hd
uma menor densidade de energia entre as duas placas do
que no espago aberto, 0 que as empurra uma contra a outra.

O calculo da for¢a per unidade de 4rea pode ser feito
a partir da energia do ponto cero do vacuo fazendo uma
regularizag¢do, dando como resultado [3].

her?

I= 240a*
onde a € a separacdo entre as placas e o signo menos
indica atracdo. Numericamente a forca é muito pequena,
f = —1.30 x 10727a=*[Nm?], porém o experimento tem
que ser feito a escalas micrométricas.

(33)

IX. CONCLUSOES

Nos conseguimos quantizar o CE por meio da primeira
quantizacdo, andlogo ao problema do oscilador harmdnico
quéntico. Isso nos permitiram entender que o vacuo quantico
tem flutuacdes gerando por exemplo a emissdo espontinea
num sistema atomo-campo. Além disso, essas flutuacdes
associadas a energia do ponto cero pode ser mensurdvel por
meio do efeito Casimir a escalas atomicas.
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